Algebra 11-12
Matrice si determinanti

_ (311 iz

a, azz) € M, (R) — matrice patratica de ordinul 2 cu elemente din R

d11 A2
det(4) = |a21 a22| = dq1d22 — A21312

di1 d12 3413
A=1[az1 a2 az3 | € M;(R)— matrice patratica de ordinul 3 cu elemente din R.
dz1 dzz az3

Tr(A) = a;q + ay, + azz — urma matricii A

d17  d12  aA13
det(A) = |21 Q22 23| = ajqjaj,a33 + azqa32a13 + a313128p3 — A31a32313 — A11a32823 — A12a21a33
dz1 dzz 4dsz
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Inversa matricei pitratice A este A™1 = MA*’ unde A* este adjuncta matricei A.

Rangul unei matrice este dat de cel mai mare ordin al unui minor nenul al matricii respective.
Sisteme liniare

a11x1 + a12x2 + .-+ alnxn = bl
ay1X1 + AppXp + -+ aann = b2

— sistem liniar cu m ecuatii si N necunoscute.
A1 X1+ QX + o+ QX = by,
by, by, ..., by, —termenii liberi

Un sistem liniar este omogen daca toti termenii liberi sunt nuli.

a1 ot Qn
A= (aij)izl;m =| ! | € My, (R) — matrice cu m linii si n coloane (matricea sistemului)
Jj=1n Am1 " Amn
B a1 v Qip by
A= + = i | —matricea extinsd a sistemului. A° = (a;;);=t;m € Mpm(R) — transpusa matricii A.
Anm1 ' Qmn by, j=1n

Un sistem liniar poate fi:

e Compatibil determinat (are solutie unica)
e Compatibil nedeterminat (are o infinitate de solutii)
e Incompatibil (nu are solutii)

Un sistem liniar cu n ecuatii si N necunoscute care are determinantul matricei nenul este compatibil determinat, in caz
contrar este compatibil nedeterminat sau incompatibil.

Un sistem cu n ecuatii si N necunoscute si cu matricea sistemului nesingulara (detA # 0) se numeste sistem de tip
Cramer. Un sistem de tip Cramer este compatibil determinat si are solutia:

dy d, dp e . . . . :
=Xy T o Xy = unde dj, (k = 1;n) este determinantul care se obtine prin inlocuirea coloanei k
cu coloana termenilor liberi.

X1

Teorema Kronecker-Capelli: Un sistem este compatibil daca si numai dacd rang4 = rangA.
Teorema lui Rouche: Un sistem este compatibil daca si numai daca toti minorii caracteristici sunt nuli.



Legi de compozitie. Proprietiti.

Fie M o multime nevida si ,,*” o lege de compozitie pe multimea M.

Asociativitatea: Vx,y,z € M =2 x* (y*z) = (x *y) * z

Comutativitatea: Vx,y E M = x*y =y * x

Element neutru: e € M este element neutrudacix*e=e+*x =x,Vx € M

Element simetrizabil: x € M se numeste element simetrizabil daci3x’' e M ai x*x' =x"*xx =e.

Fie ,,*” si,,o” douad legi de compozitie pe aceeasi multime M.

e Spunem cd operatia ,,*” este distributiva la stinga fatd de operatia ,,0” daci
x*x(yoz)=(x*y)o(x*2),Vx,y,ZzEM

e Spunem cd operatia ,,*” este distributiva la dreapta fatd de operatia ,,o” daca
(yez)xx=(y*x)o(z*x),Vx,y,ZzEM

e Spunem ca operatia ,,*” este distributiva fata de operatia ,,o” daca este distributiva la stanga si la dreapta.

Grupuri. O multime nevidda G impreund cu o lege de compozitie *: G X G = G se numeste grup dacd operatia ,,*”
este asociativa, comutativa si admite element neutru. Daca in plus legea de compozitie este comutativa, spunem ca
(G,*) este grup comutativ sau grup abelian.

e Fie (Gyo) si (G',*) doud grupuri. O functie f:G — G' se numeste morfism de grupuri dacd
flxey)=f(x)*f(y),Vx,y € G. Daca, in plus, morfismul este bijectiv atunci el se numeste izomorfism de
grupuri i se noteazd G = G'.

e Fie (G,°) si (G',*) doua grupuri cu elementele neutre € si e si un morfism f: G —» G'. Atunci:

1) fle)=¢
2) f(x)=(f(x)),vx€G

Inele si corpuri

Se numeste inel un triplet (I, +, -) in care | este o multime nevida, iar ,,+” si ,,”” sunt doud legi de compozitie numite
»adunare” respective ,,iInmultire” si care satisfac urmatoarele conditii:

a) (I, +) este grup abelian

b) Inmultirea este asociativa

¢) Inmultirea are element neutru

d) Inmultirea este distributiva fata de adunare (la stanga si la dreapta)

Inelul (I, +, -) este comutativ daca operatia ,,””” este comutativa.
Un triplet (K, +, -) se numeste corp daca satisface urmatoarele proprietati:

a) (K, +,-)esteinel
b) 0+#1 (inelul are cel putin doua elemente)
¢) Orice element din K\{0} este inversabil.



Polinoame.

Forma algebrici a unui polinom de gradul n: f = a,X™ + -+ a,X? + a; X + a,

Valoarea polinomului in o este f (). Daca f(a) = 0 atunci o se numeste radacina a polinomului f.
Teorema restului: restul impartirii lui f la X — a este f(a).

Teorema lui Bezout: (X —a)|f © f(a) =0

e Fie f € K[X]. Spunem cd a € K este radicind de ordinul p € N* a polinomului f dacd si numai daca
(X — @)P?|f si (X — a)?*! nu divide pe f.

e Fie f € K[X] si @ € K. Urmitoarele afirmatii sunt echivalente:
1) o este radacina de ordinul p pentru f

2) f@=f'@=f"(@==fP(a)=0sifP(a) %0
Relatiile lui Viete pentru ecuatia de gradul 111

Dacid ax3 + bx? + cx + d = 0 are radicinile x;, x,, x5 atunci avem:

j Xp+x; +x3 = —g

Cc

X1Xop + x2x3 + X1X3 = E
l d
X1XX3 = ——
a

Relatiile lui Viete pentru ecuatia de gradul IV

Daci ax* + bx3 + cx? + dx + e = 0 are radicinile x;, x5, X3, X, atunci avem:

xl+xZ+X3+X4:__
a

c
X1Xo + X1X3 + X1Xg + .xZ.X3 + XXy + .X3x4 = —
3 P
xleX3 + xleX4 + x1X3X4 + XZX3X4 = _E

e
X1X2X3Xgq = —
1424344 a

Fie f € R[X], f # 0. Daca x, este radacina complexa de ordinul p a polinomului f, atunci x, este radacina

complexa de ordinul p a polinomului f.( x, este conjugatul lui x,)

. FiefeQ[Xx], f+#0.Dacix,=a++Vb,abe€Qb>0,Vb ¢ Qeste radicini de ordinul p a polinomului f,
atunci X, = a — Vb este radicina de ordinul p a polinomului f.

. Fie f=a, X"+ +a,X*>+a;X +ay€Z[X],ap #0. Daci x,= s,p,q €Zq+0,(p,q) =1 este

radicina rationala a polinomului f, atunci p|a,, si q|a,. In particular, daci x, € Z, atunci x,|a,,.
Ecuatii binome.

O ecuatie algebrica de forma x™ = a, unde a € C*,n > 2, se numeste ecuatie binoma.

e . +2KT | . . @+2kT —
Rédacinile ecuatiei sunt: z; 4 = W(cos L4 —+ isin? " ), k=0n-1



